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Sistemas Propiedades de los sistemas

Fundamentos

Recordemos: Un sistema es cualquier medio fisico, proceso o algoritmo

de computador que transforma una sefal de entrada, = en una de salida y
mediante el mapeo T, es decir: y = T'(z).

Ejemplos:
» Circuitos electrénicos
» Sistemas bioldgicos: audiovisual, cardiaco, etc.

» Sistemas socio-econémicos: El mercado de acciones, redes sociales,
etc.

Recordaremos nuestras definiciones para sistemas de tiempo continuo.
Para tiempo discreto las definiciones son esencialmente las mismas.
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Sistemas Propiedades de los sistemas

Causalidad

Un sistema T’ es causal si su salida al instante ¢ no depende de los valores
de la entrada en cualquier tiempo mayor a ¢.

Ejemplos:

1. Predictor ideal: y(t) = (¢t + 1) es no causal dado que la salida al
instante ¢ depende de la entrada en el futuro ¢t + 1

2. Retardo ideal: y(t) = x(t — 1) es causal puedo que la salida en el
instante ¢ depende de la entrada en el tiempo pasado ¢t — 1

3. Filtro de media mévil (moving average, MA):
y[n] = I[R_IHI?HCC[TIH] no es causal puesto que la salida en el
instante n depende en parte de la entrada futura n + 1

La mayoria de los sistemas fisicos son causales; sin embargo, sistemas
no-causales son usados ampliamente en procesamiento de senales, por
ejemplo, para “suavizar” senales y remover ruido.
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Sistemas Propiedades de los sistemas

Memoria

Un sistema causal T' es llamado sin memoria si la salida en el instante ¢
depende solamente de la entrada en el instante ¢. Sino, es llamado con
memoria.

Ejemplos:

1. Amplificador ideal: y(t) = Kz(t) con K > 0 es un sistema sin
memoria pues la salida en el instante ¢ depende solo de la entrada en
el instante ¢

2. Integrador: y(t) = f_Tool‘(T)dT tiene memoria dado que la salida al
instante ¢ depende de la entrada para —oco <7 <t
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Sistemas Propiedades de los sistemas

Linealidad

Un sistema T es lineal si satisface la propiedades de aditividad y de
homogeneidad las que se resumen en la siguiente propiedad:

Siy1 =T(x1)y y2 = T(x2), entonces para cualquier par de nimeros a; y

ag, entonces

T(a1x1 (t) + agl‘z(t)) = alT(xl(t)) + agT(mg (t))

Recuerde que esto es una gran propiedad y que suele tomarse
superficialmente al verse expresada por tan pocos términos.
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Sistemas Propiedades de los sistemas
Linealidad - Ejemplo 1

El sistema

Es aditivo? Si, pues

T(x1(t) +x2(t)) = t(21(t) + 2a(t))
= 22y (t) + 2 (t)
= T(z1(t)) + T(z2(t))

Es homogeneo? Si, pues
T(az(t)) = t*(azx(t)) = a(t®z(t)) = aT(z(t))

Por lo tanto el sistema es lineal.
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Sistemas Propiedades de los sistemas

Linealidad - Ejemplo 2

El sistema
y(t) = 2*(t)
Es aditivo? No, pues
T(x1(t) +2a(t)) = (21(t) + 22(t))”
= 23(t) + 221 (H)a2(t) + 23(1)
= T(x1(t)) + 221 (t)z2(t) + T(22(t))

( 2
T(a1(t)) + T (22(t))

RN

Es homogeneo? No, pues
T(ax(t)) = (az(t))* = a*2*(t) # az®(t)

Por lo tanto el sistema no es lineal
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Sistemas Propiedades de los sistemas

Linealidad - Ejemplo 3
El sistema y(t) = 3x(t) + 2
Es aditivo? Por una parte

T(w1(t) + w2(t) = 3(@1(t) + 22(t)) + 2
Por otra parte
T(x1(t)) + T(w2(t)) = 3(x1(t) + 22(t)) +4

Por lo tanto T'(z1(t) + x2(t)) # T(x1(t)) + T(x2(t)), es decir el sistema
no es aditivo.

Es homogeneo? Por una parte: T'(ax(t)) = 3ax(t) + 2. Por otra parte:
aT(z(t)) = 3az(t) + 2a # T(az(t))

Por lo que no es homogeneo.
Por lo tanto el sistema no es lineal
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Sistemas Propiedades de los sistemas

Invariabilidad en el tiempo
Un sistema T es invariante en el tiempo (1.T.) si para una entrada = y

cualquier tiempo fijo ¢ la salida a entrada z(t — to), T'(z(t — to)), es igual
a y(t —tp), en donde y(t) = T'(x)(t).

Ejemplo: Considere el sistema

Tenemos que para entrada z(t — t)

T(z(t —to)) = 3x2(t — to)u(t)

En cambio la salida retardada es

y(t —to) = 3z2(t — to)u(t — to) # T(z(t — to))
a menos que tg = 0. Por lo tanto el sistema es variable en el tiempo.
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Sistemas Propiedades de los sistemas

Invariabilidad en el tiempo - Ejemplo

Para el sistema .
y(t) :/ e ?Tx(r) dr
0
Por un lado tenemos

t—to
y(t —to) = / e ?Tx(r) dr
0

Por otro lado

t—to

T(x(t—ty)) = /Ot e 2Tx(t—tg) dr = e~ 20 / e 2x(7) dr # y(t —to)

—to
Por lo tanto el sistema es variable en el tiempo
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Sistemas Ecuaciones diferenciales de coeficientes constantes

Ecuaciones diferenciales de coeficientes constantes

En el Capitulo 1 introdujimos el concepto de modelacién de sistemas
mediante ecuaciones diferenciales de coeficientes constantes (EDOCC).

Ejemplo: Circuito RC con fuente corriente estd modelado por la EDO:

() + %v(t) = L)

Ejemplo: Circuito RLC con fuente de voltaje estd modelado por la EDO:

R 1 1

i"(t) + Zz’(t) + Ei(lt) = Zv’(t)

Ambos son sistemas L.I.T.!!!

June 2, 2015 12 /122



Sistemas Ecuaciones diferenciales de coeficientes constantes

Muchos sistemas LIT son descritos por EDOCC
N M
ar am
n—y(t) =Y bp—ual(t
Z%a () mZ::O ()

en donde los coeficientes {an }2_ y {bm }M_, son independientes del
tiempo, t. En general ay = 1.

Ya sabemos que un SLIT con respuesta a entrada impulso A(-) la salida y
para cualquier entrada x esta determinada por la convolucién

y=xxh

Pero... Cual es la respuesta impulso para un sistema descrito por
EDOCC?
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Sistemas

Respuesta impulso EDO primer orden

Supongamos un sistema descrito por la EDO

Y () + ay(t) = 2(t)

Ecuaciones diferenciales de coeficientes constantes

Resolvamos y(t) usando el método de factores de integracién:

Notemos que:

d

e [y (t) + ay(t)] = e™x(2)

at

dt

*))

ey

Tk (;3:) te

ay(t)e™ + %y (t)
e [y (t) + ay(t))

at Y (1)

dt
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Sistemas Ecuaciones diferenciales de coeficientes constantes

Por lo tanto tenemos ( » ))
d(e®y(t at
———L = e%x(t
o (t)
Integrando en ambos lados tenemos

/Ot d(ey(r)) (e‘”y(T))dT = /t e x(T)dr

dT 0

ey(rIT = /0 e x(r)dr

Asumiendo que y(0) = 0 tenemos
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Sistemas Ecuaciones diferenciales de coeficientes constantes

Para encontrar la respuesta a entrada impulso, reemplazamos x por § para
obtener

ht) = /O LT 5y dr

_ 0 ,t<0
N e >0
= e u(t)

en donde u(-) es el escalén unitario.

Por lo tanto, la respuesta a entrada impulso de un sistema descrito por
una EDO de primer orden es

h(t) = e~ “u(t)
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Sistemas Ecuaciones diferenciales de coeficientes constantes

» Denotemos por Dy(t) la primera derivada de y, es decir

Dy(t) = dlélit)

» Con esta notacién podemos escribir la EDO de primer orden mediante
Dy(t) + ay(t) = x(t)
» Mirando la EDO homogenea:

Dy(t) + ay(t) =
(D +a)y(t) =

Notamos que —a es una raiz de la ecuacién algebraica (D + a) = 0.
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Sistemas Ecuaciones diferenciales de coeficientes constantes

Observaciones:

1. La respuesta impulso de un sistema descrito por una EDO
(D + a)y(t) = z(t) es simplemente una exponencial multiplicada por

uiun escalén unitario.
2. El exponente es rt, en donde r es la solucién a la ecuacién algebraica
D+a=0.

Usaremos estas observaciones para EDO de orden superior...
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Sistemas  Ecuaciones diferenciales de coeficientes constantes

Respuesta impulso EDO segundo orden

Consideremos el sistema descrito por la EDO de segundo orden
y"(t) +ay'(t) + by(t) = x(t)

y encontremos su respuesta a entrada impulso h(t).

Usando la notacién anterior, tenemos que en general la n-ésima derivada
se denota por

Dyt = T2

Reescribamos [a EDO como

D?y(t) + aDy(t) + by(t) = (D* + aD +b) y(t) = x(t)

June 2, 2015 19 / 122



Sistemas Ecuaciones diferenciales de coeficientes constantes

Resolviendo la ecuacién algebraica D? + aD + b = 0 tenemos que sus
raices son

—a++va?—4b —a — Va2 —4b

T2 =

= 2 2

entonces
D?4+aD+b=0= (D —7)(D—ry)

Claim:
(D —r1)(D = r2)y(t) = y"(t) + ay'(t) + by(t)

Proof: En pizarra.
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Sistemas Ecuaciones diferenciales de coeficientes constantes

Ahora sabemos que la ecuacién diferencial original puede ser escrita como
(D —r1)(D —ra)y(t) = z(t)

La que podemos reescribir como dos ecuaciones diferenciales de primer
orden:

(D —=ra)y(t) = =(t)
(D —=r)z(t) = =(t)

Resolvamos ambas ecuaciones del mismo modo en que lo hicimos
anteriormente asumiendo que 71 # 1o

t
e_”tz(t):/ e "Mx(n)dn
0

t
e_”ty(t)—/ e " z(T)dr
0
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Sistemas Ecuaciones diferenciales de coeficientes constantes

De la solucién de la segunda EDO notamos que requerimos z(7) la que
puede ser obtenida de la solucién de la primera EDO:

) = [ et
OT
Ar) = [ e Iaty
0
Reemplazando en la solucién de la segunda EDO tenemos

t
y(t) = / &) (1) dr
0

t T
= / er2(t=7) [/ e”(t_”)x(n)dn} dr
0 0
t T
— / erz(t—T)erlt [/ e—rlnx(n)dn:|
0 0
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Sistemas Ecuaciones diferenciales de coeficientes constantes

t T
y(t) = /e”(tT)e”t [/ ermx(n)dn}
0

0
t T
— er2t+r1t/ e 27 eiT”’x(n)dn
0 0
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Sistemas Ecuaciones diferenciales de coeficientes constantes

Evaluemos el primer término entre paréntesis

-1 T T=t 1 t
e (T = Py
T2 0 0

=0 T2
-1 0
_e—mo/ ey (n)dn
T9 0
1 t
= e_”t/ e "Mx(n)dn
0

T2

Por lo tanto
13 t
y(t) = elmtmt [1er2t/ e”"w(ﬁ)d??—/ 16T2T@T17d7]
2 0 0o T2

_ t t
i / e“(t*mx(n)dwl e e (=N g (mydr (1)
T9 0 T9 0
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Sistemas Ecuaciones diferenciales de coeficientes constantes

Ahora observamos que

(D =r)(D = ra)y(t) = (D = r2)(D = r1)y(t)
por lo que pudimos haber comenzado con z(t) = (D — r1)y(t) y resolver

(D —r9)z(t) = z(t) de la misma forma

La solucién en dicho caso habria sido exactamente la misma, pero r;
ocuparia el lugar de ry y viceversa.

Por lo tanto:
—1 rt

1 t
y(t) = . ; e”(t_”)m(n)dn—i—h/o e”(t_T)e”(t_T)a:(T)dT (2)

June 2, 2015 25 /122



Sistemas Ecuaciones diferenciales de coeficientes constantes
Si multiplicamos (1) por —r3 y (2) por r; tenemos

t t
—roy(t) + riy(t) = / e”(t_")m(n)dn —/ erl(t_T)STQ(t_T).%(T)dT
0 0

¢ t
—/ e”(t_")sv(?])dn—i-/ e”(t_T)e”(t_T)m(T)dT
0 0

t t
(1 — ra)ylt) = / e () iy — / "2 g ()
0

0

Por lo tanto, la solucién para esta EDO de segundo orden es:
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Sistemas Ecuaciones diferenciales de coeficientes constantes

Entonces, la respuesta a entrada impulso para un sistema modelado por
una EDO de segundo orden es:

—1
h(t) = ——e"tu(t) + ——e" u(t
(8) = e ) + e ult)

Recordar: Hemos asumido que 71 # 79.
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Sistemas Ecuaciones diferenciales de coeficientes constantes

Para el caso cuando r; = r5 = r, tenemos que

(D—r)D—r9)=(D—r)(D—-1r)=(D —T)2

por lo que la EDO es

June 2, 2015
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Sistemas Ecuaciones diferenciales de coeficientes constantes

La solucién a la segunda EDO es

A(t) = /0 =7 () dr

la que al reemplazarla en la primera EDO obtengo

O -] = e [ e Ia(rar

0
t T
e y(t) = // e "x(n)dndt
0 JO

June 2, 2015
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Sistemas Ecuaciones diferenciales de coeficientes constantes

Integrando por partes con
V(r)=1 — v(r)=r1

u(r) = /OT e "Mx(n)dn — U(1)=e "Ta(r)

Tenemos:

e y(t) = [T /0 Tema:(n)dn]::;— /0 tTe*TTx(T)dT

= /0 [t —T]e”"x(T)dT
Ly(t) = /0 [t—T]er(tiT)LU(T)dT

June 2, 2015
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Sistemas Ecuaciones diferenciales de coeficientes constantes

Obtenemos h(t) reemplazando x por §. Entonces la respuesta a entrada

impulso para un sistema descrito por una EDO de segundo orden con

raices iguales (r; =ro =71) es:

h(t) = te"tu(t)

June 2, 2015
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Sistemas Ecuaciones diferenciales de coeficientes constantes

En resumen, para un sistema descrito por la EDOCC
y"(t) + ay'(t) + by(t) = z(t) encontramos h(-) mediante

1. Encontrar las raices del polinomio D? 4+ aD + b = 0. Llamarlas r; y
r9.

2. Si r1 = 79, entonces
h(t) = te"tu(t)

3. Si r1 # ro, entonces expresar el inverso del polinomio por fracciones

parciales:
1 k1 ko

D’taD+b D-r D-ry’

entonces
h(t) = kre™u(t) + koe ™ u(t)
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Sistemas Ecuaciones diferenciales de coeficientes constantes

Soluciéon de EDOCC

En general, resolvemos una EDOCC separando la salida en dos:

1. Respuesta natural del sistema, que es aquella cuando la entrada es
cero (z(t) = 0). La salida asociada se denota por yx y existe por las
posibles condiciones iniciales presentes en el sistema.

2. Respuesta forzada del sistema, que es aquella cuando la entrada no
es cero pero las condiciones iniciales son cero. La salida forzada la
denotamos por yr y existe solamente por la entrada al sistema, =x.

En la literatura, la respuesta natural se conoce también como respuesta a
entrada cero y la respuesta forzada como respuesta a estado cero.
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Sistemas Ecuaciones diferenciales de coeficientes constantes

Dado que un sistema descrito por una EDOCC es in sistema L.I.T.
entonces la suma de la entrada = y la entrada cero genera la suma de las
salidas asociadas: yr y yn, respectivamente.

Entonces, si y(t) = yn(t) + yr(t) tenemos

y'(t) +ay'(t) +by(t) = =(t)

(yn(t) +yr )" +a(yn(t) +yr(t) +bn(t) +yrt) = x(t)
(yn (@) + ayy () + byn () + (y7(t) + ayp(t) + byr(t)) = =(t)

Dado que especificamos y}.(t) + ayx(t) + byr(t) = z(t), entonces
yn () + ayy () + byn (t) = 0.
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Sistemas Ecuaciones diferenciales de coeficientes constantes
Observaciones:

1. La respuesta natural yy se obtiene resolviendo la ecuacién
homogenea (yx se conoce como solucién homogenea).

2. La respuesta forzada yr se determina usando x y fijando las
condiciones inciales (C.1.) a cero.

3. Las soluciones encontradas anteriormente para EDOCC de primer y
segundo orden fueron obtenidas precisamente con C.|. cero!

4. Por lo tanto, solo nos resta obtener la respuesta natural para describir
completamente un sistema descrito por EDOCC de primer y segundo
orden.
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Sistemas Ecuaciones diferenciales de coeficientes constantes

Respuesta natural sistema de primer orden

Obtenemos la respuesta natural de un sistema de primer orden mediante
un ejemplo.

Ejemplo: Circuito RC en serie con entrada de voltaje z(t) y con salida el
voltaje en el condensador, y(t). El voltaje en el condensador es Yj para
t=0.

Aplicando la LVF tenemos:

z(t) = wr(t) +vo(t)
= Ri(t) +y(t)
= RCy'(t) +y(t)

Por lo tanto la EDOCC que describe el circuito es

1 1

Y+ oyt = peal)

con y(0) = Yo
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Sistemas Ecuaciones diferenciales de coeficientes constantes

Respuesta natural: EDO homogenea

1
/
+—y(t)=0
v+ ey
que tiene por solucién y(t) = Ae ¥EC Para encontrar la solucién general,
usamos variacién de pardmetros: Proponemos solucién de la forma
y(t) = A(t)e /B¢, Reemplazando en la EDO

, 1 _ 1

- ! 1 _ 1
(Ae"C) + 5 (ABT) = paa)

_ A(t) _ At) _ 1
A/<t)€ t/RC R(C’)e t/RC’+ R(C?€ t/RC  _ ch(t)

1

/ —t/RC  _

A'(t)e RC:U(t)
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Sistemas Ecuaciones diferenciales de coeficientes constantes

Por lo tanto )

RC
Resolvemos calculando la integral a ambos lados

Al(t) x(t)et/ FC

t

Alt) = /0 A(yir+ A0 = [ %SE(T)ET/RCdT—i—A(O)

en donde A(0) es determinado por la condicién inicial.

Entonces, la solucién para la EDO de primer orden es

t

1

y(t) = A(t)e t/RC = [ / —a(r)e™ BCdr + A(0) | e/ FC
0
¢ -1
= —aj(T)eW(t_T)dT + A(O)e_t/RC .
[ 7

Es simple notar que A(0) = Yb.
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Sistemas Ecuaciones diferenciales de coeficientes constantes

En donde identificamos el primer término:

t
1 _
yr(t) = 0 ﬁx(T)@R%(t—T)dT

como la solucién general que ya sabiamos para un sistema descrito por la
EDO ¥’ + ay = x con condiciones iniciales cero!

Por otra parte, el segundo término
yN(t) — Yoe_t/RC

es exactamente la solucién asociada a la ecuacién homogenea.
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Sistemas Ecuaciones diferenciales de coeficientes constantes

Respuesta natural sistema orden NV

En general, para un sistema de orden N, la respuesta natural es la solucién
a la EDO homogenea

N

dn

—y(t) =0
7;)andtny()

La solucién de esta EDO siempre toma la forma

N

y(t) — Zcient ,

=1

en donde 7; son las raices del polinomio caracteristico y ¢; son constantes
determinadas por las condiciones iniciales.
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Sistemas Ecuaciones diferenciales de coeficientes constantes

Respuesta natural sistema de segundo orden

Veamos el caso de un circuito RLC en serie, con voltaje de entrada z(t) y
como salida y(t) el voltaje en el condensador.

Por ser un circuito en serie la corriente i(t) es la misma para todos los
componentes. Por lo tanto tenemos las relaciones i(t) = Cy/(t) y
v (t) = Li'(t) = L(Cy'(t)) = LCy"(t). Ahora, aplicando la LVK:

a:(t) = UR(t) + ’UL(t) + Uc(t)
= RCy'(t) + LCY"(t) + y(t)
Por lo tanto la EDOCC para este sistema es

R, 1 1

y'(6)+ v () + Tyt = Tt
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Sistemas Ecuaciones diferenciales de coeficientes constantes

La EDO homogenea es

R

1
YD)+ —y(t) =0
Ly()+ :

y"(t) + 7oV

la que tendrd solucién de la forma y(t) = ce™, por lo tanto

R 1
/! t - ! t - t _
Y0+ 90+ Tout) = 0
R 1
erlemt + fcre” + ﬁce’”t =0
R 1
ce' <r2+LT+LC> =0

En donde identificamos que la cantidad entre paréntesis es el mismo
polinomio caracteristico que ya hemos descrito anteriormente!
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Sistemas Ecuaciones diferenciales de coeficientes constantes

Recordemos que para 3" + ay’ + by = x las raices del polinomio
r2 + ar + b las llamamos 71 y 5.

En general, las soluciones de este polinomio son

—a+ Va2 —4b

r1,2 =
2

e identificamos los siguientes posibles casos:

Caso 1: Raices reales y distintas, lo que se da cuando a? > 4b

—a++Va?—4b —a—+Va?—4b

ro =

= 2 2

June 2, 2015
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Sistemas Ecuaciones diferenciales de coeficientes constantes

Que tiene por solucién

yn(t) = cre’ 4 cpe™®

» Las constantes de tiempo 71 y 72 dependen de los pardmetros del
sistema, a y b.

» Los coeficientes ¢; y co dependen (linealmente) de las condiciones
inciales y(0) y ¥'(0)

» El signo de r; y r determina si la solucién decae (r; < 0) o crece
(r; > 0) parat — o0

» La magnitud de r; y 72 determina la tasa de crecimiento o de
decaimiento
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Sistemas Ecuaciones diferenciales de coeficientes constantes

Por ejemplo, si el circuito tiene R =3y L = C' =1 con voltaje en C de
1V para t = 0 y corriente cero para el mismo instante, entonces

entonces Va2 —4b = /9 —4 = /5 v, por ende, las raices son

-3 5 -3 -5
_BEVE o6 ro = B-VE L o8

& 2 2

La solucién tiene la forma yn(t) = c1e™ 262 4 ce=0-382 Aplicando las
condiciones iniciales obtenemos que

yn(t) = —0.17e 202 4 1.17¢79-38
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Sistemas Ecuaciones diferenciales de coeficientes constantes

Caso 2: Raices reales e iguales, lo que ocurre cuando a? = 4b

» En este caso, las raices son

—a
2

» La solucién tiene la forma
yn(t) = cre™ + cote™

» Si, para nuestro circuito de ejemplo R =2y L = C' = 1 entonces
a? =4y 4b = 4, por lo tanto tenemos raices reales e iguales:
rL=T9 = _7“ = —1. Aplicando condiciones iniciales se obtiene que

yn(t) = te—t
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Caso 3: Raices distintas y complejas, lo que ocurre cuando a? < 4b.

Para este caso a? —4b < 0

—a+ Va2 —4b
e = 5
 —a£\/(—1)(4b—a?)
N 2
—a v —1V4b — a?
2 2
—a . A4b—a?
= g T

Por lo tanto las raices son los niimeros complejos
Mm=0+4+jw Tro=0—jw
—a V4b—a?

ConUZTyw: 3
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Nimeros complejos

El conjunto de los nimeros complejos se define como

C={z|z=2+jy, 2,y e R, j>=-1}

En términos mas simples...
Un ndmero complejo es definido como

z=x+Jy

en donde x e y son niimeros reales y j2 = —1 es el nimero imaginario

npuron )

June 2, 2015
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Algunas definiciones:

» La parte real de z, denotada por R{z}, es z
» La parte imaginaria de z, denotada por 3{z}, es y
» El complejo conjugado de z se denota como z* y es definido como

=z —jy

» El médulo de z se define como

o = Vo
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» Los niimeros complejos también pueden ser representados como un
punto en el plano Cartesiano mediante

z2=x+7Jy

el que se interpreta como un punto (z,y) en el sistema de
coordenadas rectangulares

» En coordenadas polares
z=rel?
en donde r es el médulo de z y 0 es el angulo entre el vector z y el
eje real, es decir:

0 = arctan [%}
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» La relacién de Euler es

e/ = cos + jsind

si reemplazamos por —f tenemos

e = cos(—0) + jsin(—0)

= cosf — jsind
- ()
por lo tanto, el complejo conjugado en coordenadas polares es

2 =re 1Y
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Tambien se pueden obter las siguientes relaciones entre coordenadas
Cartesianas y polares

Cartesianas a polares

r o= Va2+y?

0 = arctan [ y ]
T
Polares a Cartesianas
r = rcosf
y = rsinf
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Retomando el Caso 3...

Para este caso, las raices cumplen la propiedad 1 = r% por lo que
2
podemos decir que la solucién tiene la forma

yn(t) = ce™ + cret

Se observan los siguientes puntos

» Recordar que r = ¢ + jw por lo tanto la exponencial es

ert _ e(a—i—]w)t _ eate]wt

» Por Euler: e/“! = cos(wt) + j sin(wt)

» Dado que ¢ € C entonces ¢ = R{c} + jS{c}
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Por lo tanto, para la solucién del caso 3 las siguientes representaciones son
equivalentes

* _r*t

yn(t) = ce™ +c'e
7" (ce?! 4 c*e 1)

e (clcos(wt) + jsin(wt)] + c*[cos(wt) — j sin(wt)])
2e7t (R{c} coswt — I{c} sinwt)

= Ae cos(wt + ¢)

en donde

A = 2|

= arctan [

]
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Observamos los siguientes puntos

» Si o > 0 entonces la solucién es una sinusoidal que crece
exponencialmente

» Si o < 0 entonces la solucién es una sinusoidal que decae
exponencialmente

» Si 0 = 0 entonces la solucién es una sinusoidal pura
» R{r} = o es la tasa de decaimiento o crecimiento, segtin corresponda
» 3{r} = w es la frecuencia de oscilacién de la sinusoidal

» Dado que c estd determinado por las condiciones iniciales, la amplitud
de la sinusoidal, A, y la fase, ¢, estan determinados también por las
condiciones iniciales

» La cantidad Ae?" se conoce como la envolvente de yy ()
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Donde aparece o y w aca?
> El periodo de oscilacién es
27 Jw
» La envolvente decae
exponencialmente con una
constante de tiempo —1/0

» La envolvente es igual a |y| cuando la sinusoide vale +1
» Si 0 <0 la envolvente decae en 1/e en 1/0 segundos
» Si o > 0 la envolvente dobla su valor cada 0.693/0 segundos
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Oscilador armdnico

Un sistema caracterizado por una EDOCC de la forma
y"(t) +w?y(t) =0
se conoce como oscilador arménico.

El polinomio caracteristico es 72 + w? = 0, por lo que las raices son
puramente complejas: 7 = +jw, por ende la solucién es

yn(t) = Acos(wt + @)

en donde A y ¢ dependen de las condiciones iniciales.
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El circuito LC con entrada cero y corriente i(t) y como salida e voltaje en
el condensador. Asumiendo y(0) =1y ¢/(0) = 0...

LVK: vr(t) + vc(t) = 0. Aplicando las relaciones que hemos visto la EDO
que describe al sistema es

Y0+ gult) = 0

por lo que la solucién es yx(t) = Acos(wt + ¢) con frecuencia de
oscilacién
w =

1
VIC

y A=1/cos¢y sin¢ =0 por lo que

yn (t) = cos(wt) = cos (&t)
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Otra metodologia para encontrar la solucién forzada...

Una técnica simple para encontrar la solucién para la ecuacién
no-homogenea es testear una combinacién lineal de x o de su primera y/o
segunda derivada.

Por ejemplo
» Si x(t) = 3t — 62, entonces tratamos de encontrar los valores de c,

c1y o tal que y(t) = co + c1t + cat? es una solucién.

» Si z(t) = 2sint + cost, entonces tratamos de encontrar las
constantes ¢1 y ¢ tal que y(t) = ¢y sint + co cost es una solucién.

» Si z(t) = 2e“, entonces buscamos el valor de c tal que y(t) = ce™® es
una solucién.
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Ejemplo: Encontrar la solucién para la EDO
y'(t) + 9 (t) = 2y(t) = 1
con condiciones iniciales y(0) = 1y 3/(0) = 0.

(1) Solucién homogenea sabemos que tendrd la forma
yn(t) = c1e™ + coe™, en donde 71 y 9 son las soluciones del polinomio
r2 4+ r —2=0. Encontramos que r; = —2 y ro = 1, por lo que

yn(t) = cre %t + o€t .

Por las condiciones iniciales tenemos que ¢; +co =1y que —2¢; +c2 =0
porloqueclzéy@:%y
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(2) Solucién forzada la encontramos suponiendo que
y(t) = co + c1t + ot .

Por lo que y/(t) = ¢1 + 2cat y y”(t) = 2¢2. Reemplazando en la ecuacién
tenemos

y'(t) +y () - 2yt) = ¢
2cy + c1 + 2cat — 2(co + c1t + ot?) =t
(2¢2 + ¢1 — 2¢0) + (2¢0 — 2¢1)t — 2c9t% = 2.

Comparando término a término de los polinomios tenemos que cumplir las
siguientes igualdades

2c0+c1 —2¢cg = 0
262 — 261 =
—202 =
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De donde encontramos que ¢y =
forzada es
3t 2

June 2, 2015
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Propiedades de los sistemas y su respuesta impulso

Queremos ver cémo las propiedades de los sistemas tales como
1. Sin memoria
2. Invertibilidad
3. Causalidad
4. Estabilidad

se reflejan en la respuesta a entrada impulso, h(-) y viceversa.
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Sistemas sin memoria

Un sistema sin memoria es aquel que la salida solo depende de la entrada
en el instante ¢

Teorema: Un sistema L.I.T. no tiene memoria si y solo si su respuesta a

entrada impulso es
h(t) = ad(t)
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Proof: Si h(t) = ad(t) entonces la salida (determinada por la convulucién
por ser S.L.I.T.) es

y() = (z + h)() = /OO 2Pt — 7) dr

—0o0

= /OO x(T)ad(t — 1) dr

= a _OO x(T)o(t — ) dr
t)

= ax(

por lo tanto el sistema no tiene memoria.

Por lo tanto h(t) = ad(t) = Sistema sin memoria
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A la inversa, si el sistema no tiene memoria, entonces y(t) no puede
depender de z(7) para valores 7 # t. Entonces, en la integral de
convolucion

y(t) = /OO x(T)h(t — ) dt

—00

tenemos que forzar el término h(t — 7) = 0 para todo ¢ # 7.
Equivalentemente

h(t)=0 , Vt#0
y consecuentemente h(t) # 0 para t = 0.

Esto implica que debemos tener h(t) = h(0)d(t) = ad(t) en donde a es el
valor que se requiera para h(0).

Por lo tanto un sistema sin memoria = h(t) = ad(t) O
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Sistema invertible

Un sistema es invertible si para cada par de entradas diferentes x1 # 2
las salidas asociadas 1 # y2. Esto quiere decir que el mapeo T' que define
el sistema mediante y = T'(z) es inyectivo (mapeo uno-a-uno).

Teorema: Un sistema L.I.T. es invertible si y solo si existe una funcién

g(t) tal que
h(t) + g(t) = 6(t)
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Proof: Primero, recordemos que d(t) * x(t) = x(t). Ahora, si T es
invertible, entonces existe un mapeo 1 tal que

y(t) = T(x(t)) = h(t) x 2(t) -
Como T es inyectivo, entonces existe un mapeo inverso, 7! tal que
71 (T'(x(t))) = x(t) Vo .

Por lo tanto, existe una funcién g tal que

~—
I
8
—~
~

Por lo tanto, g(t) * h(t) = d(t).
Por lo tanto, T" invertible = g(t) * h(t) = 4(t).
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Inversamente, asumamos que existe g tal que g(t) * h(t) = 6(t). Dos
entradas x1 y 2, con x1 # xo, tienen salidas y1(t) = h(t) *x z1(t) y
ya(t) = h(t) = xo(t), respectivamente.

Calculando la diferencia

y1(t) — y2(t) = h(t) x x1(t) — h(t) x x2(t) = h(t) * (x1(t) — x2(t)) .

Tomando la convolucién con g

g9(t) * (11 (t) —w2(t)) = g(t) * h(t) * (x1(t) — z2(t))
)

—~
8
—
—~
~
~—
8
[\
—~
~
~—
~—
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Entonces, como x1 # x5 y ademds g # 0, entonces necesariamente
y1(t) — y2(t) # 0, o equivalentemente y; (t) # ya(?).

Por lo tanto x1 # x2 = y1(t) # y2(t), es decir el sistema es invertible si
existe g con la propiedad especificada.

Por lo tanto si existe g tal que g(t) * h(t) = d(t) = Sistema invertible. []
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Sistema causal

Un sistema es causal si la salida en el instante ¢ no depende de x(7) con
T >t (es decir, solo depende de valores pasados).

Teorema: Un sistema L.I.T. es causal si y solo si

h(t)=0 , Vt<O

June 2, 2015 71 /122



Sistemas Ecuaciones diferenciales de coeficientes constantes

Proof: La salida del sistema es

y(t) = h(t)xz(t) = /OO x(T)h(t — T)dT

—00

t 00
_ / s(F)h(t — 7)dr + / 2Pt — 7)dr

—00 t
en donde identificamos que el primer término contiene todos los x(7) con
T <ty el segundo para 7 > t. Si el sistema es causal, entonces debemos
forzar

ht—7)=0, 7>t

Si u =1t — 7, entonces debemos forzar h(u) = 0 para v < 0. Dado que u

es una variable real cualquiera entonces esto es equivalente a h(t) =0
vt < 0.

Por lo tanto si el sistema es causal = h(t) =0, Vt < 0.
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Inversamente, si h(t) = 0, ¥t < 0 la salida del sistema es

y(t) = /00 x(T)h(t — T)dT = /OO x(t — 7)h(r)dr

—0Q0 —0o0

= /0 af(t—T)h(T)dT—i-/Ooox(t—T)h(T)dT

— 00

[e.e]
= / x(t — 7)h(r)dr
0
Por lo tanto la salida en ¢t depende de la entrada en el intervalo
0 <t—7 < oo. Es decir depende de z(7) tal que 7 < ¢. Es decir, no

depende solo de los valores pasados del tiempo, por ende el sistema es
causal.

Por lo tanto si h(t) =0, Vt < 0 = el sistema es causal. []
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Sistema estable

Un sistema es estable si la salida es acotada para una entrada acotada

Teorema: Un sistema L.I.T. es estable si y solo si

/OO Ih(t)| dt < oo

—0o0
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Proof: Supongamos que f (7)| dT < oo; entonces para una entrada

acotada |z(t)| < B tenemos
o) = ] [ atrmte—ryar
< /w|<>h<t—7>rdrl
= [ latline=rar

SB/ h(t —7)|dr

Por lo tanto el sistema es estable, vale decir |y(t)| < oo.

!Notar el uso de la desigualdad de Holder
June 2, 2015
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Ahora supongamos que [ |h(7)|dr = co. Queremos demostrar que y
no estd acotada.

Para eso definimos la sefal
[ 1 LJh(-t)>0 _
sty ={ 2 W0 20 = senln-ol.

Claramente z estad acotada,

x(t) < 1Vt. Lasalidaent=0es

O = || atono-ryr

—00

= | =nlar

— |/ inwar

por lo tanto el sistema resulta inestable. [
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Ejemplo: Ecuaciones de diferencias

» Considere que tiene un depdsito por 1y pesos y que el banco le
bonifica cada aho un porcentaje r del monto que tenia el afio anterior.

» Si denotamos por n la variable de tiempo (es decir el afio actual es n)
y como y[n] la cantidad del dinero en dicho afio, entonces este afio
Ud. tendrd

ylnl =yln =1 +ryln — 1] = (1 +r)y[n - 1]

pesos.

» Si ademds Ud. deposita/retira cada afio n una cantidad z[n] de
pesos, su ahorro en dicho afio n es

yln] = (1 +r)yln — 1] + z[n]
en donde el signo de = determinard si se depositd o retird dinero.
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La ecuacién que obtuvimos en el ejemplo describe un sistema discreto de
salida y (su ahorro en el banco) y entrada = (sus depdsitos anuales).

Si depositamos nada (z = 0) el dinero cada afio seria

y[0] = %o

y[1] = (1+7r)y[0] =1 +7r)yo = (1+7)yo

y[2 = (I+ryll) =1 +r)(1+r)yo = (1+7)y
y[3] = (1+ryl2) =1 +r)(1+r)y = 1+7)%0
yln] = (1+7)"yo

Por lo tanto, cuando no hay entrada (x = 0) entonces la ecuacién la
podemos resolver recursivamente mientras sepamos la condicién inicial,
7o €n este ejemplo.
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» Suponga que su banco ademas le ofrece una bonificacién adicional de
r por monto ahorrado con ellos hace 5 anos. Entonces su ahorro en el
afio actual seria descrito por la ecuacién

yln] = (L+r)yln = 1] +ryln — 5] + z[n]

» Podriamos definira; = —(1+7), aa =a3=a4 =0y a5 =—ry
escribir la ecuacién del sistema como

5
ylnl + > aiyln — i) = x[n]
=1

La estructura de la relacién entrada-salida de este sistema discreto
(descrito por la ecuacién que se obtuvo) se conoce como una ecuacién de
diferencias.
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Ecuaciones de diferencias lineales

Una gran variedad de sistemas en tiempo discreto pueden ser descritos
por ecuaciones de diferencias lineales:

N M
y[n] + Z ay[n —1i] = Z bix[n — 1]
i=1 =0

en donde los coeficientes {a;}~ ;y {b;}}M, no dependen del tiempo n.

De igual forma que para las ecuaciones diferenciales, necesitamos las
condiciones iniciales: y[—1], y[-2], ..., y[—N].
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Una ecuacién de diferencias lineal (EDL) se puede resolver de manera
analoga a las ecuaciones diferenciales.

En concreto, la solucién y[n| puede escribirse como la suma de la salida
natural, yn[n], que es la solucién de la ecuacién homogenea

N
ylnl +> aiyln —i =0,
i=1
y la solucién forzada yp[n| asociada a la entrada z[n].

Dado que las condiciones iniciales conducen a diferentes combinaciones
entrada-salida, nos enfocaremos en la condicién de reposo inicial, es decir,
si z[n] = 0 para n < ng, entonces y[n] = 0 también para n < ny. Con
reposo inicial, el sistema descrito por una EDL es LTI y causal.
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Ecuaciones de diferencias lineales

Sistemas discretos descritos por ecuaciones de diferencias con reposo
inicial son:
1. Lineales e invariantes en el tiempo (facil de verificar por
inspeccién)

2. Causales: La salida en el instante n depende de la salidas pasadas
yln—1], y[n —2], ..., y[n — N] y de las entradas pasadas z[n],
zn—1], ..., z[n — M].
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La EDL se puede reescribir mediante

yln] = Zbiﬂﬁ[n —i] - Zaz’y[n — i

gue se conoce como ecuacién recursiva ya que especifica un
procedimiento recursivo para determinar la salida en términos de la
entrada y de las salidas previas.

Acd resulta evidente que requerimos conocer z|-| para todo n y las salidas
previas y[n — 1], yin — 2], ..., y[n — N]
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Si N = 0 entonces la EDL se reduce a
M
y[n] = g biz[n — 1]
1=0

La que es una funcién explicita de los valores presented y previous de la
entrada. Esta ecuacién se conoce como ecuacién no recursiva ya que no
se usa recursivamente las salidas previas. Por lo mismo, para este caso no
se necesitan condiciones iniciales sobre y[-].

Por célculo directo sobre esta ecuacidén encontramos la respuesta impulso
del sistema discreto

hin] = b, ,0<n<M
0 otro caso
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Ecuaciones de diferencias de primer orden

Una ecuacién de diferencias lineales (EDL) de primer orden puede tener la
forma

yln] = ayln — 1] + by
en donde a es una constant y by, bo, ..., es una secuencia de constantes
(posiblemente diferentes para cada n).
Proposicion 1: La solucién para esta EDL tiene la forma

yln] = a"y[0] + ) a" oy
k=1

en donde y[0] es la condicién inicial.
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Proof: Dada la condicién inicial y[0] tenemos para n =1,
y[1] = ay[0] + by. Paran =2:

y[2] = ay[l] +ba = a(ay[0] + b1) + b2
= a®y[0] +aby + by .

Similarmente para n = 3:

y[38] = ay[2]+bs
= a(a®y[0] + aby + by) + b3
ay[0] + aby + aby + b3 .

June 2, 2015
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Generalizando tenemos:
yln] = a"y[0] +a™ by +a" by + -+ + abp_1 + by

n
= da"y[0] + Za”_kbk .0
k=1

Proposicién 2: La solucién para la EDL con by, = b, para Vk =0,1,...

tiene la forma

O ) R

en donde y[0] es la condicién inicial.
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Proof: Conocida la solucién anterior:

yln] = a"y0]+) a" b
k=1
= a0+ a" b
k=1
= a"y[0] + bz ank
k=1
n—1
= a0 +b) dF
k=0
1—a"
= a”y[()]—l—b(l_ > , a#1.0
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De la solucién

il =a (40 - (2 )y o

notamos que solamente el primer término cambia con n. Por lo tanto, si
y[0] = b/(1 — a), entonces y[n] = b/(1 — a) = constante!

Esto se conoce como el punto de equilibrio de la EDL. Denotamos este
punto por

Por lo tanto podemos denotar la solucién mediante

yln] = a™ (y[0] — y*) + v~
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El comportamiento cualitativo de la solucién presentada depende
directamente el valor de la constante a.

> lal <1
> y[n] converge a y*
> La solucién es estable.
» Tenemos dos posibles “sub-casos”:

» 0 < a < 1: Convergencia monotdnica
» —1 < a < 0: Oscilaciones amortiguadas

> la] >1
» Divergencia
» También tenemos dos casos
> a > 1: Explosién
> a < —1: Oscilaciones explosivas
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De la solucién que encontramos para la EDL
n
y[n] = a"y[0] + Z a" ko,
k=1

notamos que si by = 0, Vk, entonces la solucién solo depende de la parte
variable en el tiempo:

y[n] = a"y[0]

A continuacién veremos un ejemplo que utiliza este resultado para obtener
la respuesta a entrada impulso.
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Ejemplo: Calculemos la solucién para la EDL con condicién de reposo y
entrada impulso, z[n] = Kd[n],

yln]  3yln — 1] = aln]

Solucién: Dado que la entrada es z[n] = kd[n], entonces notamos que
z[n] =0, Vn < —1. Como tenemos condicién de reposo entonces sabemos
que y[n] = 0 Vn < —1. Asi, la condicién inicial para el sistema es

y[-1] =0.

Resolvemos recursivamente el sistema

yl=1] = 0
J0] = 0]+ 1=K
J1 = ol1]+ ulo) = 5K
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o = w[2]+2ym:(§)2f<
Wl = x[3]+2y[2]:(2)3f<
il = b+ Q-1 = (3) &

Haciendo K = 1 x[n] = d[n], por lo que la respuesta a entrada impulso
para el sistema en este ejemplo es
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Solucién de EDLs

Para resolver las EDL consideramos dos alternativas

Método 1: Método de la perspectiva de los sistemas:

1. Encontrar la respuesta natural del sistema yy[n| haciendo la
entrada cero.

2. Encontrar la respuesta forzada yp[n] primero haciendo las
condiciones iniciales cero.
Recordar que yp[n] = h[n| * x[n] en donde h[n] es la respuesta a
entrada escalén unitario.
La evaluacién de h[n] requiere resolver la ecuacién de diferencias
con condiciones iniciales cero y entrada impulso?.

3. La solucidn total es la suma de ambas soluciones.

2Podemos requerir condiciones iniciales “derivadas” para encontrar h[]
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Ejemplo: Resolver la EDL
1
yln] = yln — 1] = Jyln — 2] +z[n]

con y[—1] =1y y[—2] = 0 en donde z[n] = u[n|.

Solucién: (Ver Lecture Notes)

yn(n] = <;)n +n (;)nﬂ
bl =1 (3) @+n)

1 n

yln] = yw[n] + yeln] = 4 - <2) (2+2)
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Ejemplo: Resolver la EDL

yln] =yl — 1]~ Juln — 2]+ 2l

con y[-1] = 1y y[—2] = 0 en donde z[n] = u[n] + (3)" u[n] (Note que =
es diferentel!).

Solucidn: La solucién natural es la misma que para el caso anterior, pues
sblo ha cambiado la entrada x.

w2 (1)

La respuesta a entrada impulso es (Ver Lecture Notes)

ROROE
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Ejercicio: Obtenga yr[n| mediante el cdlculo de la convolucién
yr[n] = hln] * z[n]. Comprobar en Matlab/Octave
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Asi tenemos:

yln] = yn[n] +yr(n]
)0

= 44 (n*+2n-2) <1>n+1 (3)

2

Ahora veremos el segundo método para resolver EDL.
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Solucién de EDLs

La segunda alternativa para resolver el sistema seria:

Método 2: Método clisico:

1. Encontrar la solucién homogénea yr[n]. No usar las condiciones
iniciales en este punto.

2. Encontrar la respuesta particular yp[n]. La que puede ser
determinada asumiendo que tiene la misma forma/estructura de
x[n]. Esta forma se reemplaza en la ecuacién de diferencias y la
solucién (particular or forzada) se determina completamente.

2.1 Se debe tener especial cuidado si una de las componentes de la
entrada tiene la misma forma de una de las componentes de yn[n].

2.2 En este caso, se debe multiplicar por n tantas veces como sea
necesario para asegurar que ninguna componente de la solucién
forzada tenga la misma forma de ninguna componente de la
solucién natural.

3. La solucidn total es la suma de ambas soluciones.
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Ejemplo: Resolver la EDL (usando el método 2)
1
yln] = yln — 1] = Jyln — 2] + z[n]

con y[-1] =1y y[—2] = 0 en donde z[n] = [1 + (3)"] u[n].

Solucién: La solucién homogénea es

ynln] = Ay @)n + Aon (;)n .

No evaluamos A7 y Ay en este punto.
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Dado que las componentes de x[n], especificamente (%)n tiene la misma

forma que una de las componentes de yy entonces debemos multiplicar la
forma de yp repetidamente hasta que no tengan la misma forma.

Por lo tanto, la solucién particular tiene la forma
1 n
2
yp[n] = A3z + Asn <2> ,

, . ’ . n
en donde el término Aj corresponde al término 1 en z 'y A4n? (3)

’ . n
corresponde al término (%) en .
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Reemplazamos yp en la EDL:

yinl ~yln— 1]+ qyln—2 = a[n]
et (3
A3+A4n—12<;> N
41 A3+A4n—22<;) = 1+<;>n
ol <o)

De donde claramente A3 =4y Ay = 3
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Asi

Entonces
1\" 1\" n? (1\"
=A; (= A - 44 — (= .
y[n] 1 <2> + Aon <2> +4+ 5 <2>

Ahora aplicamos las condiciones iniciales y[—1] =1y y[—2] = 0.
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Para y[—1] = 1:

1\ ! A, (-=1)2 /1\ "
A= Ay(—1) (= 4 - =1
(z) raen(z) o5

1
241~ 24y +4+ 52 = 1

241 —24; = —4  (4)

Para y[—2] = 0:

1\ 2 1\ 2 (—2)2 (1) 2
Ay <2> + Ag(—2) <2> +A+ <2> =0
4A1—8A2+4+§4 =1
4A; —8Ay = —12  (5)
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Resolvemos (4) y (5) para obtener A} = —1y Ay = 1.

Por lo tanto

gl = (-1) <1>n+(1)n<;>n+4+7§<;>n

Comparando (6) con (3) notamos que es la misma solucién!!!
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Filtros Autoregresivos de Media Mévil

Sistemas descritos por estas ecuaciones también se les llama Filtros

Autoregresivos de Media Mdvil: Autoregressive Moving-Average
(ARMA) filter.

1. Filtro autoregresivo de orden N para by = --- = by = 0.
N
ylnl + > ayln—i =0, n=0,1,...
i=1

La salida del sistema en el instante n es una combinacién lineal de las
N salidas pasadas. Requiere especificar y[—1], ..., y[—N].
2. Filtro del media movil de orden M paraa; =---=ay =0

y[n| = Z bix[n — 1]

La salida del tiempo n es la combinacién lineal de la entrada actual y
las M entradas pasadas. No requiere especificar las condiciones
iniciales.

June 2, 2015 107 / 122



Sistemas Ecuaciones de diferencias finitas lineales

Filtros Autoregresivos de Media Mévil

Un filtro ARMA es una combinacién de estos dos filtros.

En general, la salida de un sistema ARMA para una entrada dada se
obtiene de forma recursiva usando las condiciones iniciales y alguno de los
métodos previamente descritos

En general, para encontrar la salida de un filtro ARMA en el instante n,
necesitamos las salidas en los tiempos n — 1, n—2, ..., n— N y las
entradas en los tiemposn, n—1, ..., n — M.
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Sistema discreto: El acumulador

Un sistema acumulador se define como aquel sistema que suma todas las
entradas anteriores al instante n. En simbolos, la salida es:

k=—o00

Veamos como representar este sistema mediante ecuaciones de diferencias.

Primero, notemos que la salida para el instante n — 1 puede ser escrita

como
n—1

yin—11=3" k).

k=—o00

Ahora, si separamos la salida en n

yln] = xln] + Z zlk] = a[n] +yln —1] .

k=—o00
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Reordenando los términos tenemos

y[n] —yln — 1] = z[n] .

Por lo tanto, hemos demonstrado que, ademds de satisfacer la relacién que
lo define, el sistema acumulador satisface la ecuacion de diferencias dada
arriba.

Notemos que la ecuacién de diferencias nos da un mejor entendimiento de
como se podria implementar el sistema acumulador: Para cada valor de n
debemos sumar el valor actual de la entrada, z[n], a la salida anterior del
acumulador, y[n — 1]. Esta interpretacién del acumulador se representa
mediante la siguiente figura.
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Diagrama de bloques para el sistema acumulador. El bloque “Retardo”
retarda la entrada en una unidad
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Sistema discreto: Filtro de media méuvil

El filtro de media mévil (causal) toma el promedio de las las dltimas M
muestras de la entrada. En simbolos

En el instante n — 1 enemos que

y[n —1]
k;:
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Expandiendo ambas sumatorias y tomando la diferencia notamos que
términos intermedios se cancelan, obteniendo

yli) =yl — 1] = S {aln] — ol — M — 1]}

Si definimos

{z[n] —fn — M —1]},

zi[n] = M+ 1

entondes el filtro de media movil puede ser expresado por la misma
ecuacién del acumulador.

yln] —yln —1] = z1[n] .
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Diagrama de bloques para el sistema media movil. El primer bloque es
conocido como Atenuador, pues atenua la seiial de entrada.

M1+1 @ Sist. Acumulador

Retardo (M + 1)
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Ecuaciones de estado

La ecuacién diferencial corresponde a la representaciéon de un sistema a
través de una ecuacién diferencial de orden n y sobre una variable
(funcién) de interés.

En control, estas variables de interés se les [lama variable de estado.

Las variable de estado son aquellas variables que definen totalmente la
condicién del sistema, desde el punto de vista de los objetivos de estudio,
en cuanto a la informacién contenida en éste y a su evolucién frente a una
accion del medio.
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En el caso de las ecuaciones de estado, el sistema se representa por un

conjunto de n ecuaciones diferenciales de primer orden.
Para ilustrar el concepto de estado de un sistema consideremos el siguiente

circuito RLC:

R L
Ao——AAN—T00
y(t) (—— C

Bo

Para este ejemplo identificamos:
» Entrada: Voltaje AB, esp(t).
» Salida: Voltaje en el condensador v (t)
» Variables de estado: la corriente del circuito, i(t), y el voltaje en el

condensador v (t) (que tambien es la salida).
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Notacién: Las variables de estado se representan vectorialmente
z1(t i(t
“0=| 50 ] | cto |

Aplicando la LVK tenemos:

eap(t) = vr(t) +vr(t) +vc(t) = i(t)R + Li(t) + vo(t)
lo que expresado en términos de las variables de estado queda

eap(t) = x1(t)R + L1 (t) + xo(t)

despejando la primera derivada tenemos

B1() =~ (6) = Taa(t) + Tean(t) (6)
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Ademas, sabemos que
i(t) = Cuic (1)

lo que expresado en términos de las variables de estado queda

1

Za(t) = Faa(t) - (7)

Las ecuaciones (6) y (7) caracterizan toda la dindmica del sistema.
Anteriormente juntamos ambas para describir el sistema mediante una
ecuacion de orden 2. En el caso de las ecuaciones de estado simplemente
utilizamos estas dos ecuaciones de primer orden.
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Utilizando la representacién vectorial para x(t) obtenemos que (6) y (7) se
pueden expresar de forma conjunta mediante

1 )

La salida en funcién del mismo vector de estado y la entrada es

o Q-

} ean®) ()

=0 ol 20 |0 olean(n ©)

En términos de los controlistas, (8) es llamada Ecuaciones de Estado del
sistema y (9) es llamada Ecuacién de Observacién
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En general, un sistema descrito por una EDO de orden N, tiene N
ecuaciones de estado, las que se definen mediante el vector N-dimensional
de variables de estado:

Recordar que cada una de estas variables de estado “internas”
corresponden al conjunto mds pequeno de variables que pueden
representar completamente al sistema en cualquier estado del tiempo.
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Asi, cualquier sistema L.T.l con N variables de estado, P entradas 'y Q
salidas puede ser representado por

Uno puede facilmente resolver un sistema descrito de esta forma en
Matlab usando, por ejemplo, el comando ode45.
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Resumen capitulo:

En este capitulo hemos revisado los siguientes conceptos importantes:
» Modelacién de sistemas mediante ecuaciones diferenciales y de
diferencias finitas
» Metodologias para resolver ecuaciones diferenciales y de diferencias
» Ecuaciones de estado para representar sistemas

» Sistemas de primer y segundo orden en el dominio del tiempo

En el siguiente capitulo revisaremos en detalle las transformaciones y sus
aplicaciones.
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